Перший етап XIV обласної учнівської інтернет-олімпіади з математики у 2021/2022 навчальному році

[bookmark: _GoBack]Відповіді І туру
9 клас
Завдання № _1______
Відомо, що графік функції 𝑦=𝑓(𝑥) – пряма, −1≤𝑓(0)≤1, 3≤𝑓(2)≤5. Чому може дорівнювати 𝑓(4)?
Розв’язання
1 спосіб)




 - пряма і , . Знайдемо .

Рівняння прямої , тоді



 ,       ,       . 


Звідки . Помножимо на -1 то .




 помножимо на 2, то  →  →.
Додамо почленно нерівності





Відповідь: 
[image: C:\Users\1\Pictures\img284.jpg]2 спосіб)
Оскільки графіком функції  є пряма, а значення функції з абсцисою 𝓍=0 може коливатися від -1 до 1 і з абсцисою 𝓍=2 – від 3 до 5, то область де може проходити графік буде обмежена прямими, що проходять через точки:
(0;1) i (2;5) 
(0;1) i (2;3) 
(0;-1) i (2;5) 
(0;-1) i (2;3) 
У точці з абсцисою 𝓍=4 найменше значення отримаємо , а найбільше – , тобто .
Відповідь:.

КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ:
7 – задача  розв’язана повністю з усіма поясненнями;
6 – задача розв’язана, але наявні незначні недоліки; 
5 – задача в основному розв’язана, але відсутні окремі пояснення;
4 – задача  розв’язана наполовину- використані властивості нерівностей, але відсутня (або частково відсутня) уся логічна низка перетворень;
3 – 2 – наявні просування у розв’язуванні задачі;
1 – наявні незначні просування у розв’язуванні задачі або зазначено тільки правильну відповідь;
0 – задача розв’язана неправильно, або зовсім не розв’язана.




Завдання №___2______

Побудувати графік функції .

Розв’язання
ОДЗ: 
			
Розглянемо функцію 𝑓(𝓍) на проміжку  де :
 
І на проміжку  де :
 
[image: C:\Users\1\Pictures\img285.jpg]Отже:
Маємо графік функції:
Відповідь:

КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ:
7 – задача  розв’язана повністю з усіма поясненнями;
6 – задача розв’язана, але наявні незначні недоліки; 
5 – задача в основному розв’язана, але відсутні окремі пояснення, зокрема не врахована ОДЗ функції;
4 – задача  розв’язана наполовину, але відсутня (або частково відсутня)  логічна низка перетворень початкового задання функції
3 –  наявні часткові просування у розв’язуванні задачі; 
2 - виконані перетворення, але відсутній графік
1 – наявні незначні просування у розв’язуванні задачі або зазначено тільки правильну відповідь;
0 – задача розв’язана неправильно, або зовсім не розв’язана.




Завдання №___3______

У прямокутнику з сторонами 20 і 25 розміщено 120 квадратів з стороною 1. Доведіть, що всередині прямокутника можна помістити круг діаметра 1, що не накладається на жоден квадрат.
Розв’язання

Щоб розмістити круг діаметра 1 всередині прямокутника, його центр повинен бути на відстані не менше 0,5 від кожної сторони прямокутника. Таким чином, він розміщується всередині прямокутника ABCD площею:
[image: ].
Більше того, щоб круг не перетинав квадрат зі стороною 1, центр цього круга повинен знаходитись на відстані не менше 0,5 від контуру квадрата, тобто не може знаходитись у фігурі, що зображена на рисунку. Ця фігура складається з:
     квадрата 
     4 прямокутників зі сторонами 1 та 0,6
     4 чвертькругів радіуса 0,5
Знайдемо площу цієї ділянки:
 .
Всередині прямокутника розміщено 120 квадратів, тому вони зумовлюють 120 таких фігур, і площу .
Розмістивши «заборонені» фігурки так, щоб вони не перетинались і не торкались сторін прямокутника ABCD, вони покриють площу меншу 455, тобто не покриють весь прямокутник ABCD, а тому згідно Принципу Діріхле, в прямокутнику з сторонами 20 і 25 знайдеться місце для точки О, яка не належатиме побудованим фігурам (в тому числі границям цих фігур) в прямокутнику з сторонами 20 і 25, а отже, і коло не накладатиметься на жоден із 120 квадратів.
КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ:
7 – повне розв’язання задачі з усіма поясненнями;
6 – задача розв’язана, але наявні незначні недоліки у поясненні;
5 – задача в основному розв’язана, але відсутні окремі пояснення щодо неможливого різного розташування квадратів;
4 – 3 є правильна відповідь, але в наявності лише креслення без достатньо грунтовного  пояснення;
2 – наявні суттєві просування у розв’язуванні задачі:  зроблений малюнок, визначено можливість квадратів та круга;
1 – наявні незначні просування у розв’язуванні задачі; надано вірну відповідь;
0 – задача розв’язана неправильно, або зовсім не розв’язана.


Завдання №___4______

У трапеції ABCD (BC║AD) відомо, що AC=BC+AD, кут при перетині діагоналей трапеції дорівнює 600. Доведіть, що трапеція ABCD – рівнобічна.

Розв’язання

1 спосіб)

[image: C:\Users\1\Pictures\img283.jpg]Добудуємо до AD відрізок DK рівний ВС. 
АС=АК, а ∆САК – рівнобедрений. 
Оскільки BC=DC і BC‖DC, то BCKD – паралелограм. ∠BOC=∠AOD, ∠AOD=∠ACK як відповідні при паралельних прямих BD і CK та січній АС. 
Якщо ∠ACK=∠CKA=600, то ∠САК = 600. Отже ∆АСК – рівносторонній трикутник. 
Тоді АС=СК, а CK=BD тому, що BCKD – паралелограм. 
З цього випливає, що AC=BD, а якщо діагоналі рівні, то трапеція рівнобічна.

2 спосіб)
Нехай діагоналі трапеції перетинаються в точці E. Оскільки діагональ трапеції рівна сумі основ, то гострі кути при перетині діагоналей лежатимуть навпроти основ трапеції (кут BEC рівний куту AED і рівний 60°). 
▲ BEC~ ▲ AED за трьома кутами. Позначимо AD=a, BC=b, BC=c, тоді ED=(a+b)-c. З подібності трикутників складемо пропорцію і розв’яжемо її:
[image: Фрагмент.png];
;
;
;
.
Отже, ▲BEC рівнобедрений (BE = BC). А оскільки кути при основі рівні, то кут BEC рівний куту BCE, і так як вони по 60°, то й кут EBC рівний 60°. Маємо правильний ▲BEC.
Сторона ED=(a+b)-c=a+b-b=c. Тобто, маємо рівнобедрений ▲ AED з основою AE і кутами при основі 60°. Отже, ▲ AED також правильний.
З подібності трикутників ABE та DEC (за двома сторонами – BE=CE, AE=DE і кутом між ними – кут AEB рівний куту DEC як вертикальні) AB=DC. Отже, трапеція ABCD – рівнобічна.
КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ:
7 – задача  розв’язана повністю з усіма поясненнями і малюнком;
6 – задача розв’язана, але наявні незначні недоліки ( немає малюнку);
5 – задача в основному розв’язана, але відсутні окремі пояснення, зокрема рівносильних переходів від однієї дії до іншої;
4 – задача  розв’язана наполовину, при цьому частково відсутнє обґрунтування;
3 – 2 – наявні просування у розв’язуванні задачі ;
1 – наявні незначні просування у розв’язуванні задачі або зазначено тільки правильну відповідь;
0 – задача розв’язана неправильно, або зовсім не розв’язана.


Завдання №___5______

З міста M у місто N виїхав перший автомобіль. Одночасно назустріч йому із міста N у місто M виїхав другий автомобіль. Перший приїхав у N за 2,5 год після зустрічі з другим, а другий прибув в M через 1,6 год після зустрічі. Скільки часу був у дорозі кожен автомобіль?
Розв’язання

Нехай відстань від міста M до міста N буде 1. Позначимо час руху автомобілів до зустрічі t. Перший автомобіль був у дорозі , а другий – . Швидкість першого автомобіля , а швидкість другого – . Швидкість з якою автомобілі наближались один до одного . Отже час до зустрічі автомобілів буде . Маємо рівняння:




не задовільняє умову задачі. Отже, до зустрічі автомобілі рухались 2 години, а на весь шлях перший автомобіль витратив  год, і другий автомобіль  год.
Відповідь: 4.5 год, 3.6 год.

КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ:
7 – задача  розв’язана повністю з усіма поясненнями;
6 – задача розв’язана, але наявні незначні недоліки; 
5 – задача в основному розв’язана, але відсутні окремі пояснення;
4 – задача  розв’язана наполовину, але відсутня (або частково відсутня)  логічна низка перетворень;
3 – 2 – наявні просування у розв’язуванні задачі; допущенні помилки обчислювального характеру, що призвели до неправильної відповіді;
1 – наявні незначні просування у розв’язуванні задачі або зазначено тільки правильну відповідь;
0 – задача розв’язана неправильно, або зовсім не розв’язана.


Завдання №___6______ 

Функція , така, що  Довести, що 𝑓(−1)∙𝑓(1)=0.
Розв’язання

Підставимо відповідні значення аргумента у функцію і отримаємо систему:





Тобто

Тоді





Отримаємо, що 
Отже, 

Відповідь: отже, 

КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ:
7 – повне розв’язання задачі з усіма поясненнями;
6 – задача розв’язана, але відсутні незначні елементи в поясненні;
5 – задача розв’язана, але немає обчислень  𝑓(−1) та 𝑓(1) ;
4 – задача  розв’язана частково, не проведені всі обчислення детально, пропущені частини розрахунків;
3 – 2 – наявні певні просування у розв’язуванні задачі;
1 – наявні незначні просування у розв’язуванні задачі;
0 – задача розв’язана неправильно, або не розв’язана зовсім.
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