

Перший етап XIІІ обласної учнівської інтернет-олімпіади з математики у 2020/2021 навчальному році

Відповіді І туру
9 клас
1. 
У числі 2020! обчислили суму цифр. У отриманого числа знову обчислили суму цифр, і так до того часу поки не отримали однозначне число. Вкажіть це однозначне число.  (.)
Розв’язання.

Знайдемо інваріант (характеристику) , яка зберігається при переході від числа до його цифр. Таким інваріантом є подільність на 3 та 9: число та сума його цифр або одночасно діляться на 3( на9), або не діляться. Число   , очевидно, ділиться і на 3 і на 9. Отже, отримане однозначне число теж повинно ділитись і на 3 і на 9. Таке однозначне число єдине :  9.
Відповідь: 9.

2. 
Розв’яжіть рівняння: .
Розв’язання.
 
Оскільки        При х=1 маємо рівність 2=2. 
При   При  В обох випадках рівність неможлива.
Відповідь. 1. 

3. Коло розділили на 100 однакових дуг і отримали на колі 100 точок. Отримані точки пофарбували так: 50 у червоний колір, решту – у синій. Доведіть, що прямокутних трикутників з червоними вершинами і синіми вершинами однакова кількість.
Розв’язання.
Дві діаметрально протилежні точки одного кольору утворюють 48 прямокутних трикутників. Оскільки дуги кола однакові то таких пар точок синього та червоного кольору або немає, або однакова кількість, в іншому випадку кількість  точок синього та червоного кольору буде різна.
4. 


Розв’яжіть рівняння  при всіх значеннях параметрів і , якщо відомо, що всі його корені – цілі числа.
Розв’язання.
Розглянемо кілька випадків.
1) 

Нехай . Якщо - корені рівняння, то за теоремою Вієта 

 





Додамо рівняння цієї системи: . Звідки. Отже,   або . 



Тобто ( сторонній, оскільки умова )  або .


При маємо: .



Оскільки , то для існування даного розв’язку необхідно виконання умови . При  обидва корені квадратного рівняння не можуть бути цілими числами.
2) 


Нехай . У цьому випадку квадратне рівняння вироджується у лінійне: , звідки .
3) 

Нехай . Тоді рівняння має єдиний корінь .
4) 

Нехай . Рівняння набуває вигляду: , розв’язком якого є будь-яке число, у тому числі і неціле. Отже, цей випадок не задовольняє умову.



Відповідь. При  і   



                  При і  або  - розв’язків немає.




                  При ,    При , 
5. Куб розпиляли без залишків на 386 кубиків з ребром 1 і один кубик з більшою цілочисельною стороною. Знайти сторону початкового куба, якщо вона також є цілим числом. 
Розв’язання.





Позначимо довжину сторони куба через . Тоді його об’єм дорівнює  . Нехай після розпилювання утворився куб зі стороною . Тоді сума об’ємів частин, на який куб розпилили дорівнює . З рівняння  отримаємо:






. Якщо числа  та  різної парності, то  ділиться на 2, тому , а .  Розв’язками даної системи є пари чисел ( 9; 7) та (-7; -9). Друга пара чисел не задовольняє умову задачі.

Відповідь: 9.

6. 
[image: ]Дівчинка і хлопчик грають в гру. На дошці стоять білі фішки дівчинки і чорні фішки хлопчика, як показано на рис. 1. В ході гри вони по черзі рухають будь яку із своїх фішок на одну клітинку вперед (по вертикалі). Чорна фішка вважатиметься «вбитою» і її знімуть з дошки, якщо вона стане між білими, як показано на рис. 2. Перший хід роблять чорні. Чи зможе дівчинка завадити провести хлопчику його фішки з верхньої горизонталі на нижню? 
[image: ]Розв’язання.


Проведемо за хлопчика с початку середню фішку ( крайня і так пройде). Рухаємо її уперед, не звертаючи увагу на ходи дівчинки. Доведемо, що фішка хлопчика пройде  і дівчинка цьому не завадить. Назвемо номер горизонталі, на якій стоїть фішка ( рахуючи з низу) її висотою. Якщо фішка хлопчика опиниться між фішками дівчинки , то її подвоєна висота    буде дорівнювати сумі висот фішок дівчинки. ( У випадку, якщо фішки на одній горизонталі – це очевидно.;, якщо ж фішку хлопчика « затисли» по діагоналі ,то сума висот фішок дівчинки дорівнює ). Це може відбутись після ходу дівчинки або після ходу хлопчика.





Нехай це сталось після ходу дівчинки. Значить обидва гравці зробили однакову кількість ходів – по   і сума висот фішок дівчинки дорівнює   ( перед початком гри вона дорівнює 2), а висота фішки хлопчика дорівнює  (перед початком дорівнювала 6). Отримаємо: , тобто , що є невірним, оскільки 12 ділиться на 3. 






Розглянемо інший випадок. Фішку хлопчика « вбили» після його ходу. Отже, він зробив на один хід більше: дівчинка зробила  ходів, а хлопчик . Тоді сума висот фішок дівчинки дорівнює , а висота фішки  хлопчика дорівнює . Отримаємо , тобто , що невірно.
[bookmark: _GoBack]Відповідь: не може.
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